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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é o estudo de conceitos relacionados a Topologia Geral e
uma introdugao a Topologia Algébrica (homotopias). Para isto apresentamos alguns conceitos,
definicoes e propriedades bésicas de Topologia Geral como fungoes continuas, topologia quoci-
ente, compacidade, conexidade, superficies e, por fim, homotopia. Finalizamos este trabalho
apresentando uma aplicacao de homotopia, uma demonstracao do Teorema Fundamental da

Algebra, que afirma que todo polindomio nao constante possui pelo menos uma raiz.

Palavras-chave: Espacos Topoldgicos, Superficies, Homotopia, Primeiro Grupo Fundamental,

Teorema Fundamental da Algebra.



Abstract

The main objective of this work is the study of concepts related to General Topology and
an introduction to Algebraic Topology (homotopies). We first present some concepts, defi-
nitions and basic properties of General Topology as continuous functions, quotient topology,
compactness, connectivity, surfaces and, finally, homotopy. We finish this work with a homo-
topy application; we present a proof of the Fundamental Algebra Theorem, which states that

every non-constant polynomial has at least one root.

Keywords: Topological Spaces, Surfaces, Homotopy, The First Fundamental Group, Funda-

mental Algebra Theorem.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho, temos como principal objetivo o estudo de conceitos relacionados a Topolo-
gia Geral e uma introducao a Topologia Algébrica (homotopias). Apresentamos, primeiramente,
uma breve histéria sobre o surgimento da topologia, mencionando nomes de alguns matema-
ticos e depois desenvolvemos conceitos e resultados relacionados a topologia geral e topologia
algébrica.

Segundo [6], pode-se considerar a Topologia como o estudo das propriedades das figuras
geométricas que permanecem invariantes sob as chamadas transformagoes topoldgicas, isto é,
sob aplicacoes continuas que tem inversas também continuas.

Sendo assim, podemos concluir que o estudo da continuidade é fundamental na Topolo-
gia, tornando-a um dos pilares da Matematica. Hoje a Topologia “talvez possa ser conside-
rada, ao lado da geometria, da algebra e da andlise, como uma das partes fundamentais da
Matematica”[6].

Ao se transformar uma figura geométrica em outra qualquer, a partir de transformacoes
topoldgicas, dizemos que ambas sao homeomorfas ou topologicamente equivalentes. As propri-
edades preservadas por essas transformacoes sao chamadas propriedades topoldgicas.

De acordo com [3], a Topologia é considerada um ramo essencial na Matematica, podendo
ser dividida em dois sub-ramos: Topologia Combinatoéria e Topologia dos Conjuntos de Pontos.
Ainda segundo ele, a Topologia Combinatéria “é o estudo de aspectos qualitativos intrinsecos das
configuragoes espaciais que permanecem invariantes por transformacoes biunivocas continuas
com inversa continua’.

A Topologia é também conhecida como “geometria de borracha”, pois podemos deformar
um cubo em uma esfera, por exemplo, sem corta-lo, fazendo uso das propriedades topoldgicas.
Outro exemplo é dizer que “um circulo é topologicamente equivalente a uma elipse”[3]. Porém,
nao é possivel transformar uma faixa cilindrica numa faixa de Mobius (Figura através de
transformagoes topolégicas. A faixa de Mobius é um objeto nao orientével (possui apenas um
lado) com apenas um bordo. J& a faixa cilindrica é orientavel (possui dois lados) com dois
bordos.

Este trabalho esta divido em trés capitulos, nos quais apresentamos defini¢oes, teoremas e

exemplos para facilitarem a compreensao do conteudo.



Figura 1.1: Faixa de Mobius.

No capitulo 2, apresentamos um breve historico relatando o surgimento da Topologia e
alguns colaboradores essenciais para seu desenvolvimento.

No capitulo 3, trataremos de defini¢oes, teoremas, corolarios, lemas e exemplos relacionados
a Espacos Topoldgicos: Subespacgos Topologicos, Conjuntos Fechados e Espacos Hausdorff.

No capitulo 4, continuaremos com algumas defini¢oes, teoremas, corolarios, lemas e exem-
plos sobre os principais conceitos de Topologia, abordando: Fungoes Continuas, Relagoes de
Equivaléncia, Espagos Compactos e Conexos, Superficies e Caracteristica de Euler.

No tltimo capitulo, capitulo 5, tratamos de alguns conceitos preliminares necessarios para
a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra. Neste capitulo, abordamos conceitos
importantes de homotopia e Grupo Fundamental. Terminamos com a demonstracao do Teorema
Fundamental da Algebra e alguns corolarios.

Esperamos que este trabalho possa ser utilizado por estudantes de graduagao que desejam

conhecer e estudar Topologia.



Capitulo 2
Breve Historia

A Topologia comegou como um ramo da geometria. Historicamente considera-se que a
topologia nasceu no problema das pontes de Konigsberg. O problema se refere a uma cidade
da Prussia chamada Konigsberg que possuia duas ilhas cortadas pelo Rio Pregel. Na época,
seis pontes ligavam as ilhas a cidade e a outra conectava as duas ilhas entre si (como mostra
a Figura . O problema era andar pela cidade de forma a passar uma tnica vez por cada
uma das sete pontes e retornar ao ponto inicial. De acordo com [13], em 1735, Leonhard Paul
Euler (1707-1783) divulgou uma resolugao deste importante problema, porém percebeu que o
problema pouco, ou nada, tinha a ver com geometria. O importante era estabelecer uma rede
- grafo - que representasse o rio e as pontes, passando assim a trabalhar com vértices e arestas,

interessando-se somente pela forma como os vértices estavam ligados entre si.

Figura 2.1: As sete pontes de Konisberg, veja em [10].

Segundo [6], “perto do fim do século XVII, Gotfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) usou o
termo geometria situs para designar uma espécie de Matemaética qualitativa que hoje seria con-
siderada como parte da topologia”. A Topologia também foi utilizada em obras de Leonhard
Paul Euler, August Ferdinand Mobius (1790-1868) e Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
(1845-1918). Segundo [3] “a palavra “topologia” fora usada em 1847 por Johann Benedict Lis-
ting (1808-1882) no titulo de um livro, Vorstudien zur Topologie (Estudos introdutérios em
topologia)”. Mais tarde Jules Henri Poincaré (1854-1912) publicou o livro Analysis Situs em
1895 favorecendo o seu desenvolvimento. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) que empregou pro-
priedades topoldgicas em duas das varias demonstragoes do Teorema Fundamental da Algebra.

A nogao de figura geométrica como forma de um conjunto finito de partes fundamentais



ligadas entre si, do modo apresentado por Mobius, Riemann e Poincaré, que ficou conhecida
como Topologia Conjuntiva, gradualmente deu lugar ao conceito cantoriano de um conjunto
arbitrario de pontos, reconhecendo-se que qualquer conjunto de objetos pode constituir, em
algum sentido, um espaco topoldgico conhecido como Topologia Combinatéria ou Topologia
Algébrica. Segundo [6], a estruturacao da Topologia Conjuntiva emergiu em 1914 do livro
Grundzuge der Mengenlehre de Félix Hausdorff (1868-1942). Ele “é uma exposigao sistematica
dos aspectos caracteristicos da teoria dos conjuntos, em que a natureza dos elementos nao tem
importancia, s6 as relagoes entre os elementos sao importantes”[3]. Além disso, ele apresenta
uma abordagem dos espacos topoldgicos hoje conhecidos como espacos de Hausdorff a partir
de uma colecao de axiomas.

Em 1985, Jules Henri Poincaré introduziu os conceitos de homotopia e homologia, sendo
considerado como o inicio da Topologia Algébrica. Um dos resultados mais importantes da
Topologia na Matematica e na Fisica é a conjectura de Poincaré, considerada como um dos
sete problemas do milénio pelo Clay Mathematics Institute (Cambrigde, Massachussetts), que
foi resolvida pelo matematico russo Grigori Yakovlevich Perelman em 2002. A conjectura
estabelece que a 3-esfera é a tinica 3-variedade (topoldgica) compacta e conexa em que todo
circulo fechado pode se deformar continuamente num ponto (nosso universo poderia ser uma
3-esfera). Ou seja, se X é uma 3-variedade compacta e conexa com 71 (X) = 0, entdao X é uma
3-esfera, X = S = {x e R* | ||z|| = 1}.

Espacos topoldgicos estao presentes em varios ramos da Matematica, tendo importancia
também na Fisica e Estatistica. Entre alguns exemplos na Matemadtica temos: os espagos
vetoriais normados (em dreas como geometria, andlise e equagoes diferenciais), as variedades
algébricas com a Topologia de Zariski (em geometria algébrica) e a Topologia de Krull em teoria

de Galois para extensoes de corpos de grau infinito (em dlgebra).

Figura 2.2: Henri Poincaré, Franga, 1854- Figura 2.3: Grigori Perelman, Rdussia,
1912, veja [2]. 1966, veja [1].
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Capitulo 3
Espacos Topolégicos

A partir de agora, apresentaremos algumas defini¢oes, teoremas, proposicoes, lemas e alguns
exemplos que serao essenciais para este trabalho. Os resultados a seguir tém como referéncias
51, [, 8], [9], (1] e [12].

Definicao 3.1. Seja X um conjunto. Uma topologia 7 em X ¢ uma colegao qualquer de

subconjuntos de X tais que:
(1) X e @ pertencem a T;

(1) Se {U; | i € I} C 7, entdo UUi € T, ou seja, a unido de um numero qualquer de
iel
elementos pertencentes a T pertence a T;
(1ii) Se Uy, ...,Upn € 7, entao Uy N ...N Uy, € T, ou seja, a interse¢ao de um niamero finito de

elementos pertencentes a T também pertence a T.

Um conjunto X para o qual uma topologia 7 foi especificada é chamado espaco topoldgico.
Assim um espaco topolégico é um par ordenado (X, 7) sendo X um conjunto e 7 uma topologia
em X.

Se X é um espaco topoldgico com a topologia 7, dizemos que um subconjunto U de X é um

conjunto aberto ou simplesmente um aberto de X.

Exemplo 3.1. Consideremos as sequintes classes de subconjuntos de X = {a,b,c,d, e}:

nn = {X,9,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}};
7 = A{X,9,{a},{c,d}, {a,c,d},{b,c,d}};
3 = {X,9,{a},{c,d},{a,c,d}, {a,b,d,e}.

Note que 11 € uma topologia de X, pois satisfaz os axiomas , 2 . Jd 15 nao o €, pois
a uniao {a,c,d} U{b,c,d} = {a,b,c,d} nao pertence a 5, nao sendo satisfeito o axioma ({it]).
Temos também que T3 ndo é uma topologia em X, pois a interse¢ao {a, c,d}N{a,b,d, e} = {a,d}

nao pertence a 3 nao sendo, assim, satisfeito o axioma (i7i).
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Exemplo 3.2. Se X é um conjunto qualquer, a colecao de todos os subconjuntos de X ¢ uma
topologia de X chamada topologia discreta. A colecdo que consiste apenas de X e & € também

uma topologia de X chamada topologia trivial.

Definicao 3.2. Suponha que T e 7' sdo duas topologias de um dado conjunto. Se T C 7,

dizemos que 7' € mais fina que T (7' tem mais abertos que T).

Exemplo 3.3. Seja X um conjunto. Qualquer topologia em X € mais fina que a topologia

trivial e a topologia discreta € mais fina que qualquer topologia em X.

Definicao 3.3. Seja X um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma colecao A de

subconjuntos de X tais que:

(1) Ve € X, AU, € A tal que x € Uy, ou seja, para cada elemento de X ha pelo menos um

elemento da base X contendo esse elemento;

(17) Sejax € X e Uy, Uy € B tais que x € Uy N Uy, entao existe Uy € B tal que x € Us e
Us C Uy NU,. De outro modo, podemos dizer que se x pertence a intersecao de dois

elementos da base Uy e Us, entao ha um elemento da base Us contendo x tal que

Us C Uy NUs,.

Definicao 3.4. Seja X um conjunto e % uma base para uma topologia em X. A topologia T4

iduzida pela base $B € definida por

Uctg—=U-= U Ui,
U, R

equivalentemente,
U€erty<—VreU AU, € A tal que x € U, C U,

ou seja, Ty € a colecao de todas as unioes arbitrarias de elementos de AB. FE possivel mostrar

que Ty € uma topologia em X.

Definigao 3.5. Seja p € R" e € um numero real positivo. A bola aberta de centro p e raio € é

o conjunto de todos os pontos x € R" cuja distancia ao ponto p de X € menor que €. Ou seja,
B(p,e) = {z € R"| |z —p| <}
Exemplo 3.4. Seja X =R". Dado onde x = (x4, ...,z,) € R", defina
x| = /22 + ... + 22.
A colecao de subconjuntos de X,
% ={B(p,e) | peR" e €RY}, onde B(p,e) = {z € R"| [z —p| <e},
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¢ uma base para uma topologia de X . A topologia induzida pela base % é chamada a topologia

usual de R"™.

De agora em diante, a menos que se fale o contrario, vamos considerar R" com a topologia

usual.

Exemplo 3.5. Seja % a classe de intervalos semi-abertos em R,
#B = {(a,b] | a,b € R,a < b}.

Obviamente R € a unido de membros de A, pois todo nimero real pertence a alguns intervalos
semi-abertos. Além disso, a interse¢ao (a,b] N {(c,d] de dois desses intervalos ou € vazio ou é
outro intervalo semi-aberto. Por exemplo:

Se a < c<b<d, entao, {a,b] N (c,d] = (c,b] conforme indicado na Figura[3.1]

Assim, a classe T constituida de unioes de intervalos semi-abertos € uma topologia em R, isto

€, B ¢ base para uma topologia T em R.

Figura 3.1: Intervalos semi-abertos, veja em [9].

Exemplo 3.6. Os intervalos abertos formam uma base para a topologia usual em R. Pois
se X C R € aberto e p € X, entdo, por defini¢io, existe um intervalo aberto (a,b) com
p € (a,b) C X.

Analogamente, os discos abertos B(p,e) = {x € R* | ||z — p|| < €} formam uma base para

a topologia usual do R?.

Proposicao 3.1. Seja (X, 7) espago topolégico. Seja € uma cole¢io de abertos de T tal que:
VYU, € T com x € U,,AC € € tal que x € C C U,.

Entao € ¢ uma base para a topologia T de X. Em outras palavras:
Seja X um espacgo topologico. Suponha que € € uma colecdo de conjuntos abertos de X tal que
para cada conjunto aberto U de X e cada x em U, hd um elemento C' de € tal que x € C C U,.

Entao € ¢ uma base para a topologia de X .

Proposigao 3.2. Seja X um conjunto. Sejam B e %' bases das topologias T e T, respecti-

vamente. Sao equivalentes:
(1) 7 C T (T € mais fina que Ty);

(i) Vee X eU, € B comx € Uy, U, € B tal que x € U, C U,, ou seja, para cada x € X
e cada elemento da base U, € BB contendo x, hd um elemento da base U, € %' tal que
reU, CU,.
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Definicao 3.6. Sejam X e Y espacos topoldgicos. A topologia produto em X XY € a topologia
tendo como base a colecao XA de todos os conjuntos da forma U XV, onde U é um subconjunto

aberto de X eV um subconjunto aberto de Y .
Exemplo 3.7. A topologia usual em R* =R x R € a topologia produto.

Teorema 3.1. Se # € uma base para a topologia de X e € é uma base para a topologia de Y,
entao a colegcao

2={BxC|BeRBelCc%}

¢ uma base para a topologia de X XY .
Definicao 3.7. Sejam m : X XY — X a func¢ao definida por
T (.CE, y) = I

emy: X XY =Y a funcao definida por

mo(T,y) = y.
Chamamos m; e mo de projecoes de X X Y.
Temos que:
1) As projecoes m e Ty sa0 sobrejetoras,

2) Sejam 7, e 7, topologias em X e Y, respectivamente, entao,

se U €1, = m ' (U) é aberto em X x Y,
se V€T, = m (V) éabertoem X x Y.

Em particular, m; e my sao continuas.

3.1 Subespaco topolégico

Definicao 3.8. Seja X um espaco topoldgico com a topologia 7. Seja Y um subconjunto de X,

considere

v ={YNU|UEer}

A classe Ty de todas as intersecao de Y com os subconjuntos abertos de X € uma topologia em

Y, chamada topologia relativa em Y. Dizemos que Y é um subespago topologico de X .

Exemplo 3.8. Considere a topologia

T = {X, J, {a}, {C, d}, {CL, ¢, d}a {b> ¢, d, 6}},

14



em X ={a,b,c,d, e} e o subconjunto A = {a,d,e} de X. Observe que
XNA=A, {a}nA={a}, {a,c,d}nNA={a,d},

onNA=9, {cdinA={d}, {bcde}nA={de}.

Logo, a relativizacdo de T para A €

TA = {A’ 9, {a}7 {d}7 {a7 d}7 {d: 6}}
Lema 3.1. Se & ¢ uma base para a topologia de X, entao a colecdo
@y:{BﬁY|BEe@},

¢ uma base para o subespago topologico Y .

Quando estivermos lidando com um espaco X e um subespaco Y, precisamos tomar cuidado
a0 usarmos o termo “conjunto aberto”. Este significa um elemento da topologia de Y ou um
elemento da topologia de X7

Tomaremos a seguinte definicao: Se Y é um subespago de X, dizemos que U é aberto em
Y (ou aberto relativo em Y) se ele pertence a topologia de Y, isso implica, em particular, que

ele é um subconjunto de Y. Dizemos que U é aberto em X se ele pertence a topologia de X.

Lema 3.2. Dado Y um subespaco de X. Se U € aberto em'Y eY € aberto em X, entao U €

aberto em X.

Lema 3.3. Dado A subespaco de X e B subespaco de Y. Entdao a topologia produto de A x B
€ a topologia de A x B como subespaco de X XY .

3.2 Conjuntos fechados

Definicao 3.9. Um subconjunto A de um espaco topolégico X ¢ dito fechado se o conjunto
X — A € aberto.

Exemplo 3.9. Considere X = R com a topologia usual. O intervalo |a,b] € um subconjunto
fechado, pois seu complementar (—oo,a) N (b, +00), que é a unido de dois intervalos abertos e

infinitos, € aberto.

Teorema 3.2. Seja X um espago topologico, entao:
(1) @ e X sao fechados;
(ii) Interse¢ao arbitrdria de fechados é fechado;

(13i) Unido finita de fechados € fechado.
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Teorema 3.3. Dado Y um subespaco de X. Entao um subconjunto A de 'Y € fechado em 'Y
se, e somente se, ele € iqual a intersecao de um conjunto fechado de X com Y .

Simbolicamente,
ACY é fechado= A=Y NF,onde F C X é fechado.

Corolario 3.1. Sejam (X, 7) espago topologico e Y C X um subespago. Se A é fechado em 'Y
eY ¢ fechado em X, entao A € fechado em X.

Dado um subconjunto A de um espago topolégico X, o interior de A é definido como a
uniao de todos os conjuntos abertos que estao contidos em A, e o fecho de A é definida como

a intersecao de todos os conjuntos fechados contendo A.

Simbolicamente,
interior:
A= |J u,
{Ui er
U, CA
fecho:
A= (] F
{Fifechado
ACF;

Observagao 3.1. i) O interior de A é denotado Int A ou Aeo fecho de A € denotada por

A .

i1) FEvidentemente A éum conjunto aberto e A € um conjunto fechado. E além disso,
Ac Ac4;
iii) Se A ¢ aberto, entio A = A;

iv) Se A € fechado, entdo A = A.

Exemplo 3.10. Seja X um espaco topologico cofinito, isto €, os complementos de conjuntos
finitos e & sao os conjuntos abertos. Entao, os fechados sao, precisamente, os conjuntos finitos
de X e o proprio X. Logo, se A C X € finito, seu fecho A € o préprio A, pois A € fechado. Por
outro lado, se A C X € infinito, entdo X € o unico fechado que contém A; entio, A coincide

com X. Mais concisamente, para qualquer subconjunto A de um espago cofinito,

- | A se A é finito
X, se A éinfinito.

Proposigao 3.3. Seja A um subconjunto do espago topologico X .
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(a) Entao x € A se, e somente se, existe um conjunto aberto U contendo x contido em A.
Simbolicamente,
reA—Wer|zelUcA

(b) Entio v € A se, e somente se, todo conjunto aberto U contendo x intersecta A. Simboli-

camente,
r€A=VWeT|lz2ecU=UNA#D

Definicao 3.10. Seja X um espaco topologico e U um subconjunto aberto de X. Se x € U,
dizemos que U é uma vizinhanga de x.

Proposicao 3.4. Se A ¢ um subconjunto do espaco topoldgico X, entio x € A se, e somente

se, toda vizinhanca de x intersecta A.

Definicao 3.11. Se A € um subconjunto de um espago topologico X e se x € um ponto de
X, dizemos que x é um ponto limite (ou ponto de acumulagdo) de A se toda vizinhanga de x
intersecta A em algum ponto diferente do proprio x. De outra maneira, x € um ponto limite
de A se ele pertence ao fecho de A — {x}. O ponto x pode estar inteiramente em A ou ndo.

Assim temos que x € ponto limite de A se,
VUetcomazeU (U—-{z})NA+#a.

Definicao 3.12. Denotamos por A’ o conjunto de todos os pontos de acumulacio de A.

1

Exemplo 3.11. Seja X = R (com a topologia usual) e A = {— |n e Z+}, entao 0 € o tnico
n

ponto limite de A. Todos os outros pontos de x # 0 de R tém uma vizinhanga que nao intersecta

A, ou intersecta A apenas no proprio x.
Teorema 3.4. Seja A um subconjunto do espaco topoldgico X. Entdo A= AU A'.

Corolario 3.2. Um subconjunto do espacgo topolégico é fechado se, e somente se, ele contém

todos os seus pontos limites, ou seja, sendo X um espaco topologico e A C X,

A é fechado — A’ C A.

3.3 Espaco de Hausdorff

Definicao 3.13. Um espaco topologico X é chamado um espaco Hausdorff se para cada
a,b € X(a #b) existem U, e Uy, vizinhangas disjuntas de a e b respectivamente, ou seja, dois

pontos distintos quaisquer pertencem sempre a abertos disjuntos.
E possivel provar que subespacos e produtos de espacos Hausdorff é Hausdorff.

Exemplo 3.12. Considere X = {a,b,c} com a topologia T = {{b},{a,b},{b,c}, o, X}. Entao
X com a topologia T nao € espaco de Hausdorff pois a,c € X e nao possuem vizinhancas

disjuntas.
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Definicao 3.14. Seja X espaco topolégico, uma sequéncia, ay,as, ..., de pontos de X converge
para a € X se para toda U, vizinhanca de a, existe ng € N tal que para todo n > ng implica

que a, € U,.

Teorema 3.5. Seja X um espaco topologico de Hausdorff, entao toda sequéncia converge no

mdzrimo para um ponto.

Notagao 3.1. Seja X espaco topoldgico Hausdorff e (a;)ien sequéncia convergente para a € X,
denotamos

lim a, =a ou a, — a.
n—oo

Definicao 3.15. Seja X espaco topologico A C X um subconjunto. O bordo de A € definido
por

Bd(A) = AN (X — A).
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Capitulo 4

Principais Conceitos de Topologia
Geral

4.1 Funcoes continuas

Os resultados a seguir tém como referéncias [5], [7], [8], [9], [11] e [12].

Definigao 4.1. Seja X e Y espacos topologicos. A funcao f: X —Y € continua se para todo
aberto U em Y, f~H(U) € aberto em X.

Proposicao 4.1. Seja By base da topologia em Y . Entao:
f: X =Y é continua <=V U € By, ' (U) é aberto em X.
Em célculo, f : R — R é continua em zy € R se Ve > 0, 30 > 0 tal que
|z — 20 |< 6 =] f(x) — f(z0) |< e
Mais geralmente: f :R" — R™ é continua em xg € R" se Ve > 0,30 > 0 tal que
|2 = 2ol| <6 = [If(x) = flzo)ll <e,

isto é, se x € B(xg,0) = f(x) € B(f(x0),¢),
ou seja, f(B(xg,0)) C B(f(xo),e).

Para este Caso, escrevemos

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0

Lembrando que, ||z|| = \/2? + ... + 22, onde © = (21, ..., z,,) € R".

De modo geral, dados X e Y espagos topoldgicos, dizemos que uma funcao f: X — Y é
continua em xg € X, se para cada vizinhanca V de f(z(), hd uma vizinhanga U de ¢ tal que
f(U)cVv.
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Proposigao 4.2. Uma fungdo f : R* — R™, f(z) = (fi(z), ..., fm(2)) € continua se, e somente

se, fi,..., fm 8GO continuas.

Observacao 4.1. Seja f : R" — R™ uma funcao e p € R", entao

glcigzl)ﬁ(f) = f1(p)

lim f(z) = /(p) < z
lim £, () = fnp)

Teorema 4.1. Sejam X e Y espacos topolégicos e f: X — Y wma fungao. Sao equivalentes:
(1) f € continua;

(2) Para todo subconjunto A de X, temos f(A) C f(A);

(3) Para todo conjunto fechado B de'Y, o conjunto f~*(B) € fechado em X;

(4) Para cada x € X e cada vizinhanga V de f(z), hd uma vizinhanga U de x tal que f(U) C V.

Ou seja, [ continua em v € X.

Observacao 4.2. Em particular, o Teorema diz que: f € continua se, e somente se, f €

continua em cada x € X.
Teorema 4.2. Seja X, Y e Z espacos topologicos.

1) (Fungao constante) Seja yo € Y. Entao f: X — Y tal que f(x) = yo, para todo x € X é

continua;

2) (Inclusao) Seja A um subespago de X. Entio j: A — X tal que j(x) = x, para todo x € A

€ continua;
3) (Composicao) Se f: X =Y eg:Y — Z sao continuas, entdo go f : X — Z ¢é continua;
4) (Restri¢ao e extensao da imagem) Seja f: X — Y continua

(a) Se Z C'Y ¢é subespago tal que f(X) C Z, entao g : X — Z tal que g(x) = f(x), para

todo x € X € continua;

(b) SejaY C Z subespago. Entio h : X — Z tal que h(x) = f(x), para todo x € X é

continua.

5) (A continuidade € um fendmeno local) Uma funcdio f: X — Y € continua se, e somente se,

X pode ser escrito como uniao de abertos X = U U, tal que f | U, € continua para todo c.

Teorema 4.3 (Colagem). Sejam X e Y espagos topologicos tal que X = AU B com A e B
fechados (ou abertos). Sejam f: A —Y eg: B — Y continuas tal que f(z) = g(z),Vr € ANB.
Entao h : X =Y definida por:



€ continua.

Definicao 4.2. Sejam X e Y espacos topologicos. Seja f: X — Y uma bijecao. Dizemos que
f € um homeomorfismo se f e f~' sdo continuas, ou seja, U € X € aberto se, e somente se,
f(U) €Y ¢€ aberto.

1
Exemplo 4.1. Seja X = (—1,1). A funcio f : X — R definida por f(z) = tg <§7rx) é

bijetora e continua. Além disso, a inversa f~' € também continua. Logo, a reta real R e o

intervalo aberto (—1,1) sao homeomorfos.

Definicao 4.3. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma funcgao f: X — Y injetora e continua
¢ chamada de mergulho se f : X — Z = f(X) é homeomorfismo (aqui Z CY tem a topologia
induzida por'Y).

Notacao: X — Y ou X CY.

Definicao 4.4. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que X € isomorfo a'Y se existe

um homeomorfismo h : X — 'Y e denotamos X =Y. E possivel mostrar que ‘=7 representa

uma relagdao de equivaléncia, veja a Defini¢do [4.5

Antes de passarmos para a proxima secao, lembremos o que é uma relacao de equivaléncia.

Conceito importante que serd utilizado com frequéncia no restante do trabalho.

Definicao 4.5. Uma relacio R em X é um subconjunto R C X x X. Uma relagcao R em X ¢€

chamada uma relagdo de equivaléncia em X se satisfaz as sequintes propriedades:
1) Para todo a € X, entdo (a,a) € R. Notagao : a ~ a.

2) Se (a,b) € R, entao (b,a) € R. Notacao:a ~b— b~ a.

3) Se (a,b) € Re (b,c) € R, entdo (a,c) € R. Notagao:a~beb~c—a~c.

Diz-se que uma relacao é refleriva se satisfaz 1, simétrica se satisfaz 2 e transitiva se satisfaz
3. Entao, uma relacao R serd uma relacao de equivaléncia se, e somente se, for reflexiva,
simétrica e transitiva.

Uma relagao de equivaléncia em X é o mesmo que uma particao X = U7X, de X, isto
é, uma colecao de subconjuntos X, # &, dois a dois disjuntos, cuja uniao é X. De fato,
dada a particao de X, podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ declarando que = ~ y
se, e somente se, x e y pertencem a um mesmo X,. Reciprocamente, se ~ é uma relagao de
equivaléncia, dado um elemento z € X podemos definir a classe de equivaléncia [z] de x como

o conjunto de todos os elementos equivalentes a x:

2] ={y € X |y ~z}.

Outra notagao para [z] é .
Observe que ou [z]N[y] = @ (se & % y) ou [z] = [y] (se z ~ y). Assim, as distintas classes de

equivaléncia [x] formam a partigdo de X. O conjunto {[z] | z € X} das classes de equivaléncia
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X
de ~ é chamado de quociente de X por ~ e é denotado por —. Intuitivamente, — é o conjunto

Y

obtido “igualando-se” elementos equivalentes entre si.
Teorema 4.4. Seja X um conjunto e R C X X X uma relacao de equivaléncia sobre X entao,

X
R ¢ uma particao de X.

4.2 'Topologia quociente

Definicao 4.6. Seja f : X — Y funcao sobrejetora, X espaco topologico e Y conjunto. A

topologia quociente em Y induzida por X e f € definida por
7r={UCY | f1(U)CX éaberto}
Observagao 4.3. 1) 7; € uma topologia para Y;

2) Com a topologia 7y de Y, f: X =Y € continua.

Teorema 4.5. Seja X espago topologico e f : X — Y funcao sobrejetora. Suponha que Y

tenha topologia quociente induzida por X e f. Entao

g:Y — Z ¢ continua <= go f é continua .

gﬂf\“‘.
\"‘Z

Figura 4.1: Funcao composta

Teorema 4.6. Sejam X espaco topologico e ~x relagao de equivaléncia em X; seja Y espaco

topolégico e ~y relacao de equivaléncia em Y ;

X Y
m: X > — e m:Y — —

~

m(a) =lalx  m(b) = [bly.

X
Considere — com a topologia quociente induzida por X e m e — com a topologia quociente

nduzida po?Y e my. Seja f: X —Y uma funcao e suponha que:
a~x b f(a) ~y f(b).

Se f € homeomorfismo, entao
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¢ homeomorfismo.

4.3 Espacos compactos

Definicao 4.7. Uma colecao A de subconjuntos de um espaco X € dito cobertura de X se a
uniao dos elementos de A € igual a X. FEla é chamada uma cobertura aberta de X se seus

elementos sao subconjuntos abertos de X .

Definicao 4.8. Seja X espago topologico. Dizemos que X é compacto se toda cobertura aberta

de X possut uma subcobertura finita, ou seja, se Tx € a topologia em X, entao
X = UAi,com A; € Tx = Fig, iy €1 tal que X = A1 U...UA,,.
iel

Em outras palavras, se X é compacto e X C UA;, onde os A; s@o abertos, entao é possivel

escolher um numero finito de abertos, digamos 4;,, ..., 4;,,, de forma a que X C A; U...UA, .

Proposicao 4.3. Seja Y C X subespaco topolégico de X. Entao Y € compacto se, e somente

se, toda cobertura aberta de Y por abertos de X [Y C UAi com A; aberto em X |, possui
icJ
uma subcobertura finita.

Exemplo 4.2. Seja A subespaco finito de um espaco topoldgico de X, digamos A = {ay, ..., an}.
Entao A € necessariamente compacto. Com efeito, se ¢ = {U;} € cobertura aberta de A,
entao cada ponto de A pertence a um dos membros de &, digamos ay € U, ,...,an € U; .
Consequentemente, A C U;;U...UU, .

Como um conjunto A é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de A contém uma
subcobertura finita, basta exibirmos uma cobertura de A que nao contenha subcobertura finita,

para provarmos que A nao é compacto.

Exemplo 4.3. A reta real R € nao compacta, pois a cobertura de R por intervalos abertos
o ={(n,n+2)|nel},

nao contém subcolegcao finita que cobre R. Em geral, X = R"™ nao é compacto.
Na continuacao vamos listar os teoremas mais importantes envolvendo conjuntos compactos.
Teorema 4.7. Seja X espaco topologico compacto se F' C X € fechado, entao F € compacto.

Teorema 4.8. Seja X espaco topologico Hausforff se F C X € compacto entao F' ¢é fechado.
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Teorema 4.9. Sejam X eY espacos topologicos e f : X — Y funcao continua. Se K C X €

compacto entao f(K) é compacto.

Teorema 4.10. Seja f: X — Y uma bijecao continua. Se X é compacto e Hausdorff entao f

¢ um homeomorfismo.
Teorema 4.11. Produto finito de compactos € compacto.
Teorema 4.12 (Tychonoft). Produto arbitrdrio de compactos é compacto.

Teorema 4.13. Seja f: X — R continua com X compacto. Entdo existem a,b € R, para todo

x € X tais que
fla) < f(x) < f(b).

Toda funcdao real continua definida num conjunto compacto atinge seus valores mdximos e

minimos na reta.

4.4 Espacos conexos

Definicao 4.9. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X € conexo se, sempre que
X =U, UUy com Uy, U abertos disjuntos, entao Uy = & ou Uy = &. Fquivalentemente nao

eriste X = Uy U Uy com Uy, Us abertos, nao vazios sendo Uy NUy = &.

Proposicao 4.4. Seja X espaco topologico. Temos que X € conexo se, e somente se, 0s Unicos
abertos e fechados de X sio @ e X.

Lema 4.1. Seja X espaco topoldogico. Suponha X = Uy U Uy com Uy e Us abertos disjuntos

nao-vazios. SejaY C X subespaco topologico conexo, entioY C Uy ou'Y C Us.

Teorema 4.14. Seja X espago topoldgico. Seja {A;}ier cole¢ao de conjuntos conexos de X tal

que ﬂAi #+ & entao UAi € conexo.

iel iel
Teorema 4.15. Seja X espaco topoldgico e A C X conexo. Se A C B C A, entio B é conexo.

Em particular, se A C X € conexo, entao A € conezo.

Teorema 4.16. Seja f: X — Y func¢ao continua entre espaco topolégico X eY se C' C X €

conezo, entao f(C) CY € conezo.

Teorema 4.17 (Teorema do valor intermedidrio). Seja X espaco topologico e f : X — R
fungao continua. Sejam a,b € X e seja c € R tal que f(a) < ¢ < f(b). Entdao existe p € X tal
que f(p) = c.

Definicao 4.10. Seja X espaco topoldgico.

1) Um caminho em X de x paray (x,y € X) € uma aplica¢ao continua o : I =10,1] — X tal
que a(0) =z e a(l) = y;
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2) Dizemos que X € conexo por caminhos se para cada x,y € X existe um caminho de x para

Y.

Proposicao 4.5. Seja X espaco topoldogico. Se X € conexo por caminhos, entio X € conexo

(0 reciproco nao vale).

Exemplo 4.4. Agora iremos dar um contra-exemplo da reciproca proposicao acima. Considere

b : @J}—>&<ﬂ@::(@sm(i>>.EMMOS::{(Lmn(i))|0<x§1}(:R2é

conexo, pois S = Im ¢, ¢ é continua e Dom ¢ = (0,1] é conevo. Temos que S é conexo pelo

teorema por outro lado € possivel mostrar que S nao € conexo por caminhos. Veja que

S =SU ({0} x [-1,1]).

Exemplo 4.5. A bola aberta de raio 1,
B = {z e R" | ||lz|| <1} C R",

¢ conexa por caminhos.

Exemplo 4.6. A bola fechada de raio 1,
B"={z €R"| |z <1} C R,

€ conexa por caminhos.

Definigao 4.11. Uma variedade topoldgica (sem bordo) de dimensdo n € um espago topoldgico
Hausdorff tal que cada ponto possui uma vizinhan¢a homeomorfa com um aberto de R™, para
n =1 temos uma curva (sem extremidades), para n = 2 uma superficie (sem bordo). E possivel

mostrar que toda variedade topoldgica compacta e conexa por caminhos € conexa.

Exemplo 4.7. Esfera de dimension (n>1).
S"={z e R""| |z|| =1} c R"™,

ou seja, S" = {x € R"™ | 23 + ...+ 22, = 1}. A esfera € conexa.

Lema 4.2. Seja X espaco topologico. A relagao ~ em X dada por,
x ~y <= JU C X conexo tal que x,y € U,

¢ uma relacao de equivaléncia.

Teorema 4.18. Todo espaco topoldogico X € uma uniao disjunta de conexos nao vazios,
X =UC;. As C; sao chamadas de componentes conexas de X. As componentes conexas de X

sao dadas pelas classes de equivaléncia do Lema (4.2

A seguinte proposicao é um caso particular do Teorema Fundamental da Algebra.
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Proposicao 4.6. Todo polindmio com coeficientes reais P(x) € Rlx] nao constante de grau

impar possui ao menos uma raiz real.

Demonstragao. Seja P(z) = a,z" + An_12" "t + ...+ a1 + ag, onde a,, ...,ap € R e a, #0.

Suponha que a, = 1.

lim P(z) = lim 2"+ 12" V4 ar + ag
T—+00 T—+00
. " (x"+an_1x”_1+...+a1x+ao)
= lim z2"-
T—-4-00 x"n
Uy a
= lim x”~<1—i— 1+...+—0>:—|—oo.
T—+00 xm
Analogamente, lim = —oo. Como, lirin P(z) = £oo, existem a,b € R tais que P(a) <0 e
T——00 IT—r100

P(b) > 0. A funcdo f : [a,b] — R definida por f(x) = P(x) continua com f(a) <0 e f(b) > 0.
Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, como f(a) < 0 < f(b), existe p € [a, b] tal que f(p) =0,
assim P(p) = 0. O

4.5 Superficies

Para o desenvolvimento desta segao utilizamos como principal referéncia [7].

Definigao 4.12. Uma superficie S (sem bordo) € um espago topoldgico Hausdorff com a pro-

priedade que cada ponto x € S possui uma vizinhan¢a homeomorfa com
B(p,e) ={z € R*| [z —pll <e},

para algum € >0 e p € R?.

Definicao 4.13. Uma superficie S com bordo € um espago topologico Hausdorff com a propri-

edade que cada ponto x € S possui uma vizinhanca homeomorfa com
B(p,e) N H, onde H = {(x,y) € R* | y > 0}.

Exemplo 4.8. Toro, veja a Figura[£.2]

[0, 1]

?

T =

Y

onde ~ ¢ a relacdo de equivaléncia no quadrado [0,11* = [0,1] x [0,1], dada pela identificacdo

dos lados opostos do quadrado com a “mesma orientagao”.
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Figura 4.2: Toro, veja em [7].

Exemplo 4.9. Cilindro, veja a Figura[£.3]

onde ~ € a relagdo de equivaléncia no quadrado [0,1]* = [0,1] x [0, 1], dada pela identificacdo

de dois lados opostos do quadrado com a “mesma orientacao”.

am /\a I:>

0 1

Figura 4.3: Cilindro, veja em [7].

Exemplo 4.10. Faiza de Mobius, veja a Figura[£.4]

onde ~ ¢ a relacdo de equivaléncia no quadrado [0,11* = [0,1] x [0,1], dada pela identificacdo

de dois lados opostos do quadrado com a “orientacao oposta”.

N | Ao i}—%

Figura 4.4: Faixa de Mobius, veja em [7].

Defini¢ao 4.14. Uma superficie (com ou sem bordo) é ndo orientdvel se possui uma faiza de
Mobius.

Exemplo 4.11. Espaco projetivo P? (nao orientdvel), veja as Fz'gums e .

Observacao 4.4. Fxistem vdrias formas equivalentes de definir espaco projetivo, entre elas:

1) O espago projetivo € o espaco de todas as retas passando pela origem em R?;

2) O espago projetivo pode ser visto também como o espago resultante da identificacdo de an-

tipodas numa esfera em R3.
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Figura 4.5: Espaco projetivo 1, veja [7]. Figura 4.6: Espaco projetivo 2.

Exemplo 4.12. Garrafa de Klein (ndo orientdvel), veja a Figura .

Yo

e Y R i

(=]

1

Figura 4.7: Garrafa de Klein, veja [7].

Definicao 4.15. Sejam Sy e Sy superficies. A soma conexa S1#Ss € o espago topoldgico
formado fazendo um pequeno buraco circular em cada superficie e colando as duas superficies

ao longo dos bordos dos buracos, veja a Figurald.8. Formalmente, a soma conexa € definida da
sequinte maneira:

1) Sejam Dy C Sy e Dy C Sy discos fechados (homeomorfos com
B(p,e) ={z € R*| |z —p|| < &} para algum e >0 e p € R?).

2) Considere Sl\lo)l e 52\10)2 (com D, e Dy interiores de D, e Dy, respectivamente). Seja

f 0Dy — 6Dy (com dDy e 6Dy bordos de Dy e Do, respectivamente) um homeomorfismo.
Em (S;\Dy) U (S2\D,),

r#ye

T Y Sdef T =Y OU { r=f(y) ouy= f(x)

¢ uma relagao de equivaléncia. A soma conexa de Sy e Sy € definida por

(S1\D1) U (S2\Dy)

~

S1 445, =
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A#B

Figura 4.8: Soma conexa.

4.5.1 Teorema de classificagcao de superficies

Teorema 4.19. Seja S superficie (sem bordo) compacta e conexa entdo

(1) S=52% a esfera, dizemos que o género de S é 0, ou

(2) S = THTHTH...#T soma conexa finita de n toros, dizemos que o género de S é n, ou

(3) S = P2#P*#P*#.. #P? soma conexa finita de m espagos projetivos, dizemos que o género
de S ém.

Sendo (1) e (2) superficies orientaveis e (3) superficies ndo-orientaveis.

Proposicao 4.7. Ezxiste um merqulho de P? em R* : P? < R*, ou seja, existe um homeo-
morfismo o : P* — Im(p) C R Em particular, toda superficie (sem bordo) ndo orientdvel

mergulha em R*.

Observacao 4.5. Pode ser mostrado que superficies (sem bordo) ndo orientdveis ndo podem

mergulhar em R3.

4.6 Caracteristica de Euler

Um invariante topolégico é uma propriedade topoldgica que é preservada por homeomorfis-
mos. Alguns invariantes topoldgicos estudados até agora sao a compacidade, a conexidade e a
conexidade por caminhos. Outro invariante topoldgico importante é a Caracteristica de Euler.
Para o desenvolvimento desta secdo e para mais detalhes veja o livro [7].

Dado um complexo simplicial S, a Caracteristica de Euler de S é um numero inteiro que é

denotado por x(S). Duas das principais propriedades da Caracteristica de Euler sao

a) A Caracteristica de Euler de um espaco topoldgico S nao depende da estrutura de complexo

simplicial de S.

b) Se Si, Sy sdo dois complexos simpliciais que sao homeomorfos, entao S; e Sy tem a mesma

Carateristica de Euler.
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Quando S é uma superficie compacta é mais simples definir a Carateristica de Euler, neste
caso uma estrutura de complexo simplicial de S é uma triangulacao de S (veja definigdo de
triangulacao e mais detalhes em [7]). E bem conhecido que toda superficie compacta admite
uma triangulagao (este resultado foi provado pelo matemético hingaro Tibor Radé em 1925),
assim € possivel definir sua Caracteristica de Euler.

Uma triangulacgao de uma superficie é uma decomposicao dela em um numero finito de
partes triangulares satisfazendo a condicao adicional que dois triangulos sao identificados ao
longo de uma mesma aresta ou em um unico vértice ou sao disjuntos. Uma triangulacao tem

as seguintes propriedades:

1. Qualquer aresta é aresta exatamente de dois triangulos;

2. Dados dois triangulos, existe uma sequéencia de triangulos comecando em um deles e termi-
nando no outro, de modo que dois termos consecutivos dessa sequéncia tem uma aresta em

comum.

Definigao 4.16. A Caracteristica de Euler para uma superficie S € dada por
X(S)=V -A+F,

onde V', A e F' sao respectivamente o niumero de vértices, arestas e faces de uma triangula¢ao
de S.

X=V-A+F
X=5—-8+5=2

Figura 4.9

Temos o seguinte teorema

Teorema 4.20. Seja S, So superficies compactas, conezxas e sem bordo. Entdao Sy € topologi-
camente equivalente a Sy se, e somente se, x(S1) = x(52) e também ambas sao orientdveis ou

ambas sao nao-orientdveis.

Para finalizar vale a pena mencionar duas féormulas importantes para calcular a Caracteris-

tica de Euler em superficies:

1. Dadas duas superficies Sy e 53, vale que

X(S1#52) = x(51) + x(S2) — 2.
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2. Seja S uma superficie compacta e conexa de género g, entao,

X(S) =

2 —2g, se S é orientavel
2—g, se S nao é orientavel.
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Capitulo 5

O Grupo Fundamental

Neste capitulo, vamos estudar outro invariante topologico importante, o chamado Primeiro
Grupo de Homotopia ou Grupo Fundamental. Como uma aplicacao, vamos dar uma demons-
tracao topologica do Teorema Fundamental da Algebra. Para o desenvolvimento do capitulo
utilizamos as referéncias [9] e [12].

Vamos lembrar a definicao de Grupo e Homomorfismo:

Definicao 5.1. Seja G um conjunto nao vazio munido de uma operagao *. Dizemos que G é

um grupo com respeito a opera¢ao x se satisfazem as sequintes propriedades:

1) Para todo a,b € G, tem-se axb € G

2) Para todo a,b,c € G, tem-se a* (bxc) = (a*b) xc;

3) Existe e € G, chamado de elemento neutro de G tal que para todo a € G, tem-se e xa = a;
1

4) Para todo a € G, existe a™* € G, chamado de elemento inverso de G tal que a™* xa = e.

Definicao 5.2. Sejam (G, *) e (H,®) grupos (ver Defini¢io p.1)). Uma aplicagdo
¢: (G, %) — (H,®) € um homomorfismo se, e somente se, para todo a,b € G,

flaxb) = f(a) @ f(b).

5.1 Homotopias

Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y, f': X — Y funcoes continuas.

Defini¢ao 5.3 (Homotopia de funcao). Seja I = [0,1] um intervalo. Dizemos que f € homo-
topico a ' (f = f') se ewistir uma fungdo continua F : X X I =Y, tal que F(z,0) = f(z) e
F(z,1) = f'(2).

Notacao: F(z,t) = fi(x). Assim fo= f ¢ fi = f"

Defini¢ao 5.4 (Homotopia de caminho). Seja I = [0, 1] um intervalo. Sejam o : I — X e

B : I — X fungoes continuas (curvas ou caminhos) tais que o(0) = (0) = x¢ e
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a(1l) = B(1) = z1. Dizemos que a e 3 sio caminhos homotdpicos (veja a Figurap.1), a ¢ = 3,
se existir uma funcao continua F : I x I — X tal que

F(s,0) = a(s) e F(s,1)=p(s) Vs eI
F0,t)=xge F(1,t)=a, Vte I

X

0

Figura 5.1: Caminho homotépico, veja em [12].

Lema 5.1. 1) Sejam X eY espacos topoldgicos. Entao = é uma relagao de equivaléncia em

CX,)Y)={f: X =Y | f écontinua}.

2) Seja X espago topoldgico com xg,x1 € X. Entio 4 = € uma relagdo de equivaléncia em
C(I,X,xp,21) ={a: I = X | aé continua com a(0) =y e a(l) = 21 }.

Definicao 5.5. Sejam X e Y espacgos topologicos. Dado yy € Y, considere a func¢do constante
ey © X — Y definida por ey, (x) = yo, para todo v € X. Dizemos que uma func¢ao continua
f: X =Y éhomotopicamente nula se f =2 ey, . Epossfvelpmvar que a definicao € independente

de yo € Y quando Y ¢é conexo por caminhos.

Exemplo 5.1. Seja X espaco topoldgico e f,q: X — R? continuas, entio f « g. A homotopia
entre f e g ¢ dada por F: X x I — R? (veja a Figura ,

F(x,t) = f(z) +t(g(z) — fz)) = (L =) f(z) +tg(x).

Vemos que para todo x € X

F(x,0) = f(z),

F(z,1) = g(z).

Exemplo 5.2. Um subconjunto A C R" € chamado convexo se para cada x,y € A, o segmento

ligando x com y estd contido em A, ou seja,
[z, y] :={e+ty—2) | 0<t <1} C A

Assim, se A € conexo, seque do exemplo anterior que quaisquer duas funcoes continuas
fyg: X — A sao homotopicas.
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%) X,

g(x)

Xy

Figura 5.2: Homotopia entre f e g, veja em [12].

Dado z € X, o caminho constante e, : I — X ¢é definido por e,(t) = z, para todo

tel=][0,1].
Seja v : I — X um caminho de 2 para z;. O caminho & : I — X definido por a(t) = a(1—t)

é chamado caminho inverso de « (ele inverte a orientagao de «a, vai de z; para xg).

Definicao 5.6. Seja X espago topoldgico. Seja o caminho de xy para x1 e B caminho de xq
para x2. Definimos produto o x 3, pelo um caminho de xy para x4 (veja a Fz’gum dado por

a(1) = B(0)
W X

o

Figura 5.3: Caminho de z( para xo, veja [7].

Com mais precisao, * ¢ o operador:
x: O, X, xo,21) x C(I, X, 21, 29) = C(I, X, x0, 72)

(o, ) — axf

Pode ser mostrado que * estende para (4 =)

% : O(I7X7x07xl) % O([,X,$1,$2> N O(I,X,I07ZL'2)

~Y Y ~J

(la], [8]) ¥ [a* f]
Teorema 5.1. A operagao x tem as sequintes propriedades:
1) [a] = ([6] * [7]) = ([o] * [8]) = [7];
2) Seja a um caminho de xy para x;, entao
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o] * [e] = [a]

[eo] * [a] = [a;

3) Seja a um caminho de xy para 1, entdo

(o] * [a] = [ex]

[a] * o] = [es, .

Definicao 5.7. Seja X espaco topolégico e xg € X. Um laco em X com base em xy € um

caminho o : I — X continuo tal que a(0) = (1) = xq.

<

Figura 5.4: Laco com base em x.

Corolario 5.1. O conjunto de classes de lagos de base xq, com a operagao x, é chamado o grupo
fundamental de X relativo ao ponto base xy ou primeiro grupo de homotopia de X, denotado
por,

m (X, xo).

Mais precisamente, sendo C(I,X,x9) = {a: I — X lagos com base em xy}, seque que

(X, 2) = O, X, z0)

~Y

{[arl = [d
0 = lew)

Observe também que [e,,] é a classe de todos os lagos com base zy que sdo homotépicos

Observe que,

com €y,:

lewo] = {a: T = X lago com a(0) = a(1) = x¢ | @ ¢ = €4}
Assim, se a ¢ 2 ey, entao a pode ser “deformado continuamente em X para o ponto x,”.

Exemplo 5.3. Para X = R" entdo m(R", xo) = {0} para qualquer xy € R™. Mais geralmente,

se X ¢é um conjunto conexo entao m (X, xo) = {0} para qualquer xo € X.

Definicao 5.8. Seja X espaco topologico, o um lago com base em xg e v : I — X um caminho

de xo para x1 (com xo, x1 € X), veja a Figura . Definimos a aplicagao

v (X, o) = m (X, xq)
F([e]) = [7* ax*ql.
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Figura 5.5: Caminho de xg para x;.

Teorema 5.2. A aplicagio 7y é um isomorfismo de grupos (homomorfismo que possui inversa).

Corolario 5.2. Se X € conexo por caminhos e xy,x1 € X, entdo
7T1(X, LU()) = 7T1(X, I‘l).

Observacgao 5.1. Segue do Coroldriop.2| que, se X é conexo por caminhos o grupo fundamental

nao depende do ponto base. Assim, meste caso, eSCrevemos apenas
1 (X)

Observacgao 5.2. Seja X espaco topologico e xg € X. O grupo fundamental de X depende
apenas da componente conexa por caminhos que contém xq. Se C; C X € a componente conexa

por caminhos que contém xqy, entao
7T1(X7 xO) - WI(CZ'? .T())-

Definicao 5.9. Seja X espaco topoldgico. Dizemos que X € simplesmente conexo se ele é

conexo por caminhos e tem grupo fundamental trivial:

Em outras palavras, um espaco topolégico é simplesmente conexo se, e somente se, toda traje-

toria fechada em X € contrdtil a um ponto.

Exemplo 5.4. Um disco (Figura |5.6) no plano R* ¢ simplesmente conexro, enquanto a coroa

circular (Figuralb.7) nao o €, pois existem nela curvas fechadas que ndao se reduzem a um ponto.

Lema 5.2. Seja X espaco topoldgico simplesmente conexo e xg,x1 € X. Entao qualquer dois

caminhos em X de x¢ para x1 sao homotopicos.
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Figura 5.6: Simplesmente conexo. Figura 5.7: Nao simplesmente conexo.

Definicao 5.10. Sejam X e Y espagos topologicos e f : X — Y fungao continua tal que
f(zo) = yo. Definimos

fo (X, 20) = m1 (Y, 90)
fi(le]) = [foal.

A aplicagao f. é chamado homomorfismo de grupos induzido por f (ou push forward), em

relacao ao ponto base x.
Teorema 5.3. Sejam X, Y e Z espacos topologicos.

1) Sef: X =Y eg:Y — Z sao fungoes continuas (aqui f(zo) = yo € g(yo) = 20). Entao
(90 f)e=gs0 fu
2) Sei: X — X € aidentidade (i(z) = x, para todo x € X). Entdo
i =1:m(X,20) = m (X, 20).

¢ 0 homomorfismo identidade.

Corolario 5.3. Sejam X eY espacos topologicos e f: X — Y funcao continua, entdo. Se f é
homeomorfismo, entio f. : m (X, x0) = m1(Y,yo) € um isomorfismo (veja Defini¢ao [4.4). Em

particular, para espacos topoldgicos conexos por caminhos, X, Y,
X=Y = mX)=m().
Teorema 5.4. Seja S* = {z € R? | ||z|| = 1} a circunferéncia. Entdo

7'('1(51) Z.

Observagao 5.3. Sejam n € Z, e; = (1,0) € S* e, : I = [0,1] — S* 0 lago definido por
o, (t) = (cos(2mnt), sin(2mnt)). Entdo o isomorfismo no Teoremalp.4 tem a sequinte propriedade

71'1(51, 61) — 7
[, —n

37



A grosso modo, o isomorfismo faz corresponder a cada lago com base em e; um nimero inteiro;

seu “numero de voltas” em torno de S*.

5.2 Aplicagoes
Nesta segdo vamos ver algumas aplicagdes do teorema [5.4]

Definicao 5.11. Seja X espaco topologico e A C X. Uma retracao de X sobre A ¢ uma
aplicagao continua r : X — A tal que r|a = 14 : A — A € a identidade. Se r existe, dizemos

que A € retrato de X.

Exemplo 5.5. S! € um retrato de R* — {0}. Isso é simples de ver, basta considerar a retra¢do
r:R? — {0} — S*, definida por

r(z) = W

Lema 5.3. Sejar : X — A uma retragao e j : A — X a inclusao (j(x) = z, para todo x € A).
Entao,

j* : 71'1(14,:[}0) — 7T1(X,l’0),
¢ injetora.

Demonstracao. Se r : X — A é uma retragao, entao a fungdo composicao r o j é a fungao
identidade de A, isto é,

roj=1y
T*Oj* = (1A>*
T*Oj* =1.

Assim, r, o j, é a fungao identidade de (A, xy). Como r, o j, = 1 é injetora, segue que j, é

injetora também. O]

Teorema 5.5 (Teorema de ndo retracio). Ndo ewiste retragio de B* = {z € R* | ||z|| < 1}
para S' ={z e R*| ||z|| = 1}.

Demonstragdo. Se S' é uma retracio de B2, isto é, existe r : B> — S!, entdo o homomorfismo
induzido pela inclusdo j : S* — B? (pela Definicdo é

j* : T1(517p> — 7T1(327p)7

que deveria ser injetivo (pelo Lema[5.3)). Agora, segue do Teorema que o grupo fundamental
de S é Z e o grupo fundamental de B? é trivial, pois B? é simplesmente conexo. Assim j, é o

homomorfismo nulo o que é uma contradicao. [
Lema 5.4. Seja f: S' — X funcdo continua. Sdio equivalentes:

1) f € homotopicamente nula (f = ey, para algum xo € X);
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2) f estende continuamente para F : B> — X (F(z) = f(z), para todo x € S*);
3) f« € 0 homomorfismo trivial (fun¢do nula).

Demonstracdo. (1) = (2). Seja H : S*x I — X uma homotopia entre f e a aplicacdo constante

[ St — X, exo(P) = o

H(z,0) = f
H(z,1) = eyg.

Considere a aplicacdo 7 : S' x I — B? definida por
m(x,t) = (1 —t)x.

Em geral, se 7 : X — Y é continua, fechada e sobrejetora, entao 7 é uma aplicagao quociente

(para mais detalhes veja [12]): existe relagdo de equivaléncia em X tal que

X
T X =Y =—

A aplicacdo quociente identifica os pontos de S* x {1} com o ponto 0 e é injetora para os outros

pontos. Agora definiremos uma funcao k tal que
H=Fkom.

Observe que B? tem a topologia quociente induzida por m. Assim, pelo teorema , k é

continua, veja a Figura [5.8|

S'x 1 n‘\‘ r

Figura 5.8: Veja em [12].

(2) = (3). Considere j : S* — B? uma inclusio e F : B> — X. Entdo f é igual a

composicao F o j. Consequentemente f, = F o j,. Mas
j* : 71—1(51’3:0) - 7T1(B27$0)7

é trivial porque o grupo fundamental de B? é trivial. Portanto, f, é trivial.
(3) = (1). Dado a; : I — S' com «a; = (cos(2nt),sin(27t)). Por hipdtese como f, é o
homomorfismo trivial, entao

f*(al) =0= €z
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[f 0 on] = [eq]
foar 2ey.
Seja F' a homotopia entre f oay e e,,. Defina G de tal modo que

G=a; x1:IxI—S"xI
(t,8) — (aq,s).

Temos que G é continua, fechada e sobrejetora, assim G é uma aplicacao quociente; de fato
esta aplicagao quociente identifica os lados 0 x I e 1 x [ de I x I. Por ultimo, definiremos
H:S8'xI— X tal que F = H oG. Assim, pelo teorema , H ¢ continua, veja a Figura .
Portanto, H : f <« ey,:

- H(p,0) = Hlau(ty),0) = H(Glt,0)) = Fl(t0,0) = (f o an)(t) = flan(ts)) = (1),

- H(p,1) = H(au(to),1) = H(G(to, 1)) = F(to, 1) = .

b,x 0

stxt

Figura 5.9: Veja em [12].

5.3 Teorema Fundamental da Algebra

Agora vamos enunciar e demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra, Teorema muito
importante e simples de compreender para um aluno de ensino fundamental mas a demonstragao
requer provas mais sofisticadas como uma prova topoldgica que serd exposta neste trabalho.
O Teorema Fundamental da Algebra diz que todo polinémio nao constante possui pelo menos
uma raiz complexa. Uma consequéncia imediata é que todo polindomio nao constante pode ser
decomposto como produto de fatores lineares.

Entre outras provas deste teorema, Teoria de extensoes de corpos e Analise Complexa onde
o Teorema Fundamental da Algebra ¢ um Corolario do Teorema de Liouville, veja o Apéndice.
Vale a pena mencionar que nao existe uma prova simples deste teorema e que toda prova

conhecida até agora usa topologia.

Teorema 5.6 (TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA). Todo polinémio nio constante
p(z) € C[z] possui pelo menos uma raiz em C. Em particular, todo polinémio com coeficientes

reais nao constante possui pelo menos uma raiz complexa.
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Demonstracdo. Seja p(z) = 2" + ap_12" " + ... + a1z + ag,n € Z". Vamos demonstrar que a
equagao p(z) = 0 possui pelo menos uma solugao em C. Para isso, vamos dividi-la em quatro

Passos.

Passo 1. Seja f: S' — S' com f(z) = 2™. Entdo f. ¢ injetivo.
Demonstracao Passo 1:
Seja e; = (1,0) € S*. A funcio f induz o homomorfismo de grupos f, dado pela Definicao

.10,
fo:m(SY er) — m(Sh er)

fellaa]) = [f o aul.

Agora, como f(z) = 2" e ap(t) = (cos(2mmt), sin(2wmt)) = ™™ m € Z, segue que

Flloa®)]) = [f 0 au] = [f(an)] = [en())"] = [(e®™)"] = [®™] = [an (B)].

Por fim, pelo Teorema 5.4 0 homomorfismo f, pode ser visto como f, : Z — Z, 1 — n, que é

injetivo.

Passo 2. Seja g: S — R? — {0} com g¢(z) = z". Entao g ndo é homotopicamente nula.
Demonstracao Passo 2:

Considere a inclusdo j : S* — R* — {0} (j(z) = 2,Vz € S'). Como g = j o f, temos que
9« = Jx © f« (Teorema , item 7). Dado que j, é injetivo (Exemplo e Lema e f, é
injetivo (Passo 1), temos g, injetivo. Logo nao pode ser homomorfismo trivial. Portanto segue

do Lema [5.4] segue que g nao pode ser homotopicamente nula.

Passo 3 (Caso particular). Suponha que ||a,—1]| + -+ + ||a1]| + ||ao|]] < 1. Entao a equacao
p(2) = 0 possui pelo menos uma raiz em B* = {z € R? | ||z| < 1}.
Demonstragao Passo 3.

Suponha que a equacao p(z) = 0 ndo possua raiz em B

Defina k : B> = R* — {0} com k(z) = p(2) (observe que k(z) # 0 para todo z € B, pois
estamos supondo que p(z) ndo possui raizes) e considere h = k|g: : S* — R* —{0}. Entao, pelo
Lema 5.4 h é homotopicamente nula.

Agora vamos definir uma homotopia F entre g e h. Seja F : S* x I — R?* — {0} dada por

F(z,t) = 2" +t(an_ 12" + ...+ ap).

Vejamos que F' estd bem definido, ou seja, F(z,t) # 0, para todo (z,t) € S' x I. Temos:
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IFGz 0l = 12" = [Han-12""" + .. + a12 + ao) |
= [|2"|| = tl[(an_12""" + ... + a1z + ao)||
> 12" = t([lan—1z"""| + ... + [|ar2]| + [Jao||), Pela Desigualdade Triangular
= Jel™ = t(llan-allllzl"" + ... + law [ lI2]] + llao)
= 1—t(lan-1ll + .. + [|lar]| + |Jaol]), pois ||z|| =1, para todo = € S

> 0, Pela hipotese no Passo 3.

Finalmente note que F' é uma homotopia entre g e h pois:
- F(2,0) = 2" = g(2) Vz € S,
- F(2,1) =p(2) = h(z) Vz € S*.
Como h é homotopicamente nula e g é homotoépica a h, segue que g ¢ homotopicamente
nula. Assim, hd uma contradigdo, pois g nao é homotopicamente nula (Passo 2). Portanto,

p(2) possui pelo menos uma raiz em B

Passo 4. Neste passo, por meio do passo 3, vamos demonstrar o Teorema Fundamental da

Algebra. Seja ¢ > 0 um numero real e considere a equacao

Zn+ anflzn—1+_,,+ :ilz—f—a—s =0 (51)
c c
Agora vamos escolher ¢ grande o suficiente tal que
Ay — a Qa Gy — a a
e L Y
C C Is c c c

Entao, pelo Passo 3, a equagao possui uma raiz em B?. Seja entdo z, € B? tal que

Multiplicando por ¢" obtemos
(c20)™ + ap_1(c20)" "+ ... + ar(cz) +ag =0

Assim, z = czp é uma raiz da equagao original p(z) = 0. ]

Corolario 5.4. Todo polinémio nao constante p(z) = 2" +a, 12" " +...+ a1z +ag, p(z) € C[2]
pode ser decomposto como um produto de fatores lineares arz + b,. Em particular, temos que

todo polinomio nao constante de grau n, possui n raizes (contadas com multiplicidade).
Demonstrag¢do. Suponha p(z) = 2™ + a,_ 12" ' 4+ ... + a1z + ao. Por inducio no grau n:

1°) Para n=1 temos z + ag = 0 e, portanto, a raiz serd z = —ay.

2°) Suponha que o corolario vale para algum n € N.
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3°) Seja p(z) € C[z] de grau n + 1 nao constante. Pelo Teorema Fundamental da Algebra,
existe zg € C|z] tal que p(z) = (2 — 20) - ¢(z). Como grau de ¢(z) = n, pela hipétese de
inducao ¢(z) possui n raizes contadas com multiplicidade. Portanto, p(z) possui n+1 raizes

contadas com multiplicidade. O]

Observagao 5.4. Em particular, se p(z) tem grau n, entao p(z) = c-(z— 20)™ - ..o (2 — 2z,)"™"

comryg+...+7r, =n.
O seguinte lema sera importante para o proximo corolario.
Lema 5.5. Seja P(x) € R[x].

Corolario 5.5. Todo polinomio com coeficientes reais pode ser decomposto como um produto

de polinomio reais lineares (de grau de 1) e quadrdticos (de grau 2) com discriminante negativo.

Demonstragao. Seja P(x) € R[z] polindmio real ndo constante. Em particular, pelo Coroldrio

b.4]
P(a) = c- (@ =) (2 —an)- (@ = by) v (& = by),

com ay, ...,a, € R, by,....b, € C—R e c € R (pois P é polinomio real). Seja Q(z) = (v — by) -
.t (x = by,), com m = 2k (par) pelo Lema Entao

Q(z) = (x —do) - (x —dp) - ... - (x — dy) - (v — dy,), (5.2)
sendo {by,, ..., bm} = {do, dy, ..., di, d}. Podemos reescrever a equacio da seguinte maneira:
(2% = (do + do)x + ||do[*) - ... - (2% — (di + di)x + [|di[|*) = Qo() - ... - Qu(w),

onde Q;(7) = 2> — (d; + d;)z + ||d;||* € R[x] é quadratico com discriminante negativo. O
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Capitulo 6
Apeéendice

Nesse apéndice vamos demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra utilizando o Teorema

de Liouville, veja [4] para mais detalhes.
Definicao 6.1. Denote C ~R? z =2 + iy +— z = (z,y)

1) Uma fungao f: U — C defina num aberto U C C é holomorfa se existe derivada complexa

o) i TETA2 =)

Az—0 Az ’

para todo z € U.

2) Uma funcgao inteira é, por defini¢io, uma fun¢do holomorfa definida em todo C, ou seja,
U=C.

Exemplo 6.1. Todo polinomio p(z) € C[z] define uma func¢ao inteira f: C — C, f(z) = p(z).

De fato, se f(z) = a,2" + ... + a1z + ag, entio f'(2) = na,z"™ + ...+ ay.

Teorema 6.1 (Teorema de Liouville). Se f: C — C € uma fungdo inteira e limitada, entao f

¢ constante. Aqui, f limitada significa que existe X\ € R" tal que ||f(2)|| < A para todo z € C.

Corolario 6.1. Todo polinomio nao constante p(z) € C[z] possui pelo menos uma raiz em C.

Demonstracao. A funcao
f(2) =p(2) = apn2" + ... + a1z + ag (a, # 0,n > 0),

é inteira. Suponha f(z) ndo possui nenhuma raiz em C. Vamos mostrar que f(z) é limitada,
assim pelo teorema de Liouville, f é constante que implica que p(z) é constante, o que é uma
contradicao.

Vejamos que f é limitada:

Passo 1:

¢ bem definida e holomorfa, de fato:
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A funcao

1
f(2)




Passo 2:

Como

1 1 1
: - Kl - 20" _ 400
Ilm ——= lim ———= Ilim = =0,
lei=too [[F(2)I] lelotoe [f R zioo || £(2) ‘ la |
=] 2"
T 1 . 1
segue que Ve > 0, 3M > 0 tal que ||z]| > R, implica Tl < e. Entao ||f(2)|| > — para todo

z 5

|z]| > R, veja a Figura[6.1]

Passo 3:
Por outro lado, como B(0, R) é compacta, ||f(2)| é continua e || f(2)|| # 0, para todo z €
B(0, R). Assim, existe § > 0 tal que

1 £(2)]| > 8, para todo z € B(0, R).

Passo 4: . 5
Dos Passos 2 e 3 temos: || f(z)]| > =, para todo ||z| > R e || f(2)] > 5 para todo ||z]| < R,
€

assim

f(2)| > k=min é,l ,Vz e C.
2 €

1
Como ||f(z)|| > k para todo z € C, em particular 7 bara todo z € C, assim pelo

f(z)
Teorema de Liouville, —— é constante, o que implica que f é constante. O

f(2)
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

De modo geral, apresentamos neste trabalho o estudo de conceitos relacionados a Topologia
e introdugao de Topologia Algébrica (homotopias). Buscamos, através das pesquisas nas refe-
réncias, reunir materiais relacionados a Topologia que abordassem de maneira clara e precisa.
Apoés o estudo detalhado dos conceitos relacionados a topologia geral, partimos para as apli-
cacoes sendo a de maior destaque o Teorema fundamental da Algebra. Este Teorema possui
varios tipos de demonstracoes, focamos especialmente na demonstragao topoldgica.

Em suma, os conhecimentos tratados durante o trabalho sao importantes nao somente para
o entendimento do Teorema Fundamental da Algebra, mas também porque principiam o estudo

da topologia geral permitindo assim, uma base para estudos futuros nesta area.
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